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关于 上 .Smarandache 五 次 方 阶 数列 及 其 性 质 
。 王 席 梅 


(西北 大 学 数学 系 , 陕西 西安 710127) 


摘 要 : 对 任意 正 整 数 mw, 设 {fcn} 表示 Smarandache F 五 次 方 数列 , 即 cn = 5. 
而 F.Smarandqache 五 次 方 阶 数列 {zn} 定义 为 最 小 的 正 整数 zn， 使 得 czr 三 1(mod 
cn+1i). 本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 数列 zn 的 计算 问题 ,并 给 出 了 zn 的 
具体 表示 形式 . 从 而 证 明了 两 个 结论 : A. 数列 am 中 除了 第 一 项 外 ,其余 项 都 是 偶 

. 数 . B. 在 数列 an 中 存在 无 限 多 个 完全 四 次 方 寄 . 文章 的 最 后 就 一 般 的 p 次 方 阶 数 
列 (其 中 2 为 素数 ), 给 出 了 相应 的 结论 . 
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1 引言 及 结论 


对 任意 正 整 数 w 设 {cv} 表示 Smarandache 下 立方 数列 , 即 cn = m3. 而 Smarandache 
了 立方 阶 数列 ,{zn} 定义 为 最 小 的 正 整数 za, 使 得 co = 1(modcn+l). 这 一 数列 是 日 本 学 者 
Kenichiro Kashihara 博士 在 文献 中 ] 中 引入 的 , 同时 他 研究 了 该 数列 的 性 质 , 并 提出 了 两 个 有 
意义 的 狂想 : 

猜想 A 数列 {zn} 中 除了 第 一 项 外 , 其 余 项 都 是 偶数 ; 

猜想 B 在 数列 {zn} 中 存在 无 限 多 个 完全 平方 数 . 

丁 争 尚 在 文献 四 中 研究 了 上 述 两 个 问题 , 并 证 明了 它们 的 正确 性 有关 的 工作 也 可 以 在 
文献 [3-4] 中 查 到 , 这 里 不 再 一 一 列举 . 然而 , 对 于 更 一 般 的 Smarandache FF 2 次 方 阶 数列 , 至 
今 还 没有 人 研究 , 至 少 在 现 有 的 文献 中 没有 看 到 . 本 文 主要 针对 Smarandache F 五 次 方 阶 数 
列 的 性 质 进 行 了 研究 , 而 且 认为 这 是 有 意义 的 工作 , 它 对 更 一 般 的 Smarandache 了 p 次 方 阶 
数列 性 质 的 研究 有 重要 的 指导 作用 ! 为 此 , 我 们 首先 利用 初等 方法 研究 了 zu 的 计算 问题 , 并 
给 出 了 xn 的 精确 计算 公式 . 即 就 是 证 明了 下 面 的 : 

定理 1 对 任意 正 整 数 w 定义 on = 5, zn 为 最 小 的 正 整数 使 得 ci = 1(modcn+i), 则 
我 们 有 表示 式 : 

(a) am = (2 +1)4 如 果 m = 1(modl0) 或 者 三 3(modl10) 或 者 m 三 5(modl10) 或 者 
了 三 7 了 (mod10); 

(b) za = 2(n +1)4 如 果 m = 0(modl0) 或 者 mn” 三 2(modl10) 或 者 m” = 6(modl0) 或 者 
了 三 8(mod10); 

(cj am= 二 +H1): 如 果 m =9(mod10); 
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(d) am = 旨 ln +1)4 如 果 m 三 4(modl0). 

显然 由 此 定理 我 们 立刻 推出 下 面 两 个 结论 : 

(A) 数列 {zn。} 中 除了 第 一 项 外 , 其 余 项 都 是 偶数 ; 

(B) 在 数列 {zn] 中 存在 无 限 多 个 完全 四 次 方 数 . 

对 一 般 的 奇 素数 z, 我 们 也 可 以 给 出 一 般 性 的 结论 , 也 就 是 下 面 的 ， 

定理 2 对 任意 正 整数 w% 定义 cn = mp, an 为 最 小 的 正 整 数 使 得 c 知 三 1(modcn+l),， 则 
我 们 有 表示 式 ; 

(a) za = (2 +1)2-1 如 果 m 三 2 一 1(0mod2p), 其 中 (人 p) = 1; 

(b) za = 2(m 二 1)p-1 如 果 呈 三 1 一 1(mod2p), 其 中 (2p) = 1 

(c) zn 一 二 (nm 十 1)2-1 如 果 三 2p -1(mod2p); 

(d) zo = 二 (m 十 1)2-1, 如 果 灵 三 p -1(mod2p). 

显然 当 p= 3 时 由 我 们 的 定理 2 立刻 推出 文献 2] 中 的 结论 . 所 以 我 们 的 结果 是 文献 D] 
的 进一步 推广 和 延伸 . 当然 利用 本 文 的 方法 我 们 还 可 以 处 理 2 为 合 数 的 情况 , 只 是 在 这 种 情 
况 下 合 数 越 大 , 分 的 类 越 多 , 计算 越 复杂 . 因而 这 里 没有 深入 考虑 . 


2 定理 的 证 明 

这 节 我 们 直接 给 出 定理 ! 的 证 明 , 文中 所 用 到 的 初等 数论 知识 在 文献 [5] 及 文献 [6] 中 均 
可 以 找到 , 这 里 不 再 重复 . 首先 给 出 结论 (4) 的 简单 证 明 ，. 

事实 上 对 任意 正 整数 ”> 1 设 y 是 最 小 的 正 整数 , 使 得 

m5y 三 IJ(mod(n 十 1)5) (1) 
则 由 (1) 式 及 二 项 式 定理 可 得 

mn5y -1 一 (十 1 一 1 一 1 三 (-1)5 一 1 三 (-1) 一 1 三 0(mod(n 十 1)) 

由 上 式 立 即 推出 y 一 定 为 偶数 . 所 以 当 ”> 1 时 , z 一 定 是 偶数 . 于 是 就 证 明了 结论 (4)， 

为 计算 za 的 具体 值 , 我 们 继续 应 用 同 余 式 (1) 及 二 项 式 定 理 并 注意 y 为 偶数 可 得 : 

mn 一 1 一 人 十 1 一 下 一 1 一 (一 1 号 十 Ci(-1)5(m 十 1 十 C2 (一 52 人 十 1 十 
C3 -83 十 1 十 CS(-1D5 4 十 1 一 1 三 0(mod(m+1)5) 
注意 到 y 为 偶数 , 则 有 下 列 同 余 式 成 立 ; 
-到 十 396 一 D(n 二 切 一 (5 一 D(5y 一 2 十 D2+ 


冯 %(59 一 D(59 一 2(5y 一 3) + Da=0(mod(n+ 1 (O) 


由 上 式 也 可 以 推出 同 余 式 
--5y 三 0(mod(m2 十 1)) (3) 
我 们 分 几 种 情况 讨论 : 
当 (5,m+1T) = 工时 , 由 (3) 式 即 可 推出 y = &2+1l), 其 中 居 为 任意 正 整数 , 将 y = 上 (mn 二 1) 
代入 (2) 式 可 得 
一 5j(m 十 1 十 Cn 十 1)2[55(m 十 1 一 熙 一 pn 十 1)3[5k(m 十 巧 一 1[5K(m 十 1) 一 2] 十 
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冯 +14[5kn 1) -Sb 二 ID 一 35kn 二 DT 一 3 三 0(modtn 上 1 Gd 

由 于 y 为 偶数 , 所 以 当 + 1 为 偶数 时 , (4) 式 的 最 小 正 整数 解 为 上 = (2 十 1, 此 时 注意 
到 2ln+1l (5n+1T=1, 从 而 

贱 = 10t 二 1 或 者 m = 10t+3 或 者 风 = 10t 二 5 或 者 = 10t 十 7， 
其 中 上 为 任意 非 负 整 数 , 所 以 当 m” 为 形 如 10t+ 1 或 者 10t+3 或 者 10t 二 5 或 者 10t+7 的 正 
整数 (其 中 t+ 上 为 任意 非 负 整 数 ) 时 , 满足 5 = 1(mod(n +1)5) 的 最 小 正 整数 zn 为 
加 一 (7 十 1 
同样 当 ”+ 1 为 奇数 时 , 注意 到 y 为 偶数 , 所 以 (4) 式 的 最 小 正 整 数 解 为 大 = 2(n 士 1)?. 
此 时 注意 到 (10,m + 1) = 1, 从 而 避 
风 .一 10t 或 者 m = 10t 十 2 或 者 风 = 10t 十 6 或 者 凤 三 10t 二 8 
其 中 上 为 任意 非 负 整 数 . 所 以 当 mn 为 形 如 10t 或 者 10t 二 2 或 者 10t +6 或 者 10t+8 的 正 整 
数 (其 中 上 为 任意 非 负 整 数 ) 时 , 满足 n5z" = 1(mod(n + 15) 的 最 小 正 整数 zo 为 
z 一 2(m 十 1)4 
当 (5,m 二 1) > 1 时 , 即 就 是 5m +1 时 , 由 (3) 式 即 可 推出 y = 喜 (” + 1), 其 中 必 为 任意 
正 整数 , 将 y = 让 (2 十 1) 代入 (2) 式 可 得 
一 大 ( 兄 十 工 十 pn 十 1)2[R(a 十 1 一 ]] 一 kt 十 1)afk(a +1) -31R(n 二 1) 一 3 十 
去 ke+D4ktn+DT 一 He+DID 一 ak 二 了 一 引 =0(modtn 二 1 人 (G) 
显然 当 m + 1 为 偶数 时 ，(5) 式 的 最 小 正 整数 解 为 及 = (2 + 1 此 时 注意 到 10l” + 1， 即 
就 是 m” = 10t + 9, 所 以 当 m 为 形 如 10t + 9 的 正 整 数 (其 中 上 为 任意 非 负 整数 ) 时 ,满足 
m5z 三 (mod 十 1)5) 的 最 小 正 整 数 zn 为 
去 二 = 十 1) 

而 当 m” 十 1 为 奇数 时 , 注意 到 y 为 偶数 , 所 以 满足 (5) 式 的 最 小 正 整数 解 为 下 = 2(m2 十 1)3. 
此 时 注意 到 (2,m2 十 1) = 1, 5 十 1 即 就 是 风 = 10t 二 4 所 以 当 m 为 形 如 10t 上 +4 的 正 整 数 (其 
中 t 为 任意 非 负 整数 ) 时 , 满足 mn5z" = 1(mod( + 1)5) 的 最 小 正 整 数 zo 为 

之 一 5 十 了 1) 
由 于 ”= 0，1, 2，3，4，5，6，7，8,，9(modl10) 覆盖 了 所 有 的 自然 数 , 从 而 结合 以 上 几 种 情况 
完成 了 定理 1 的 证 明 . 

仿照 定理 1 的 证 明 过 程 , 我 们 同样 可 以 推出 定理 2. 也 可 以 给 出 p 次 方 阶 数列 的 两 个 结 
论 : 
(A) 数列 {zn} 中 除了 第 一 项 外 , 其 余 项 都 是 偶数 ; 
(B) 在 数列 {zn} 中 存在 无 限 多 个 完全 p -1 工 次 方 数 . 
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On The 5-TIh Order Sequence and lts Some Properties 


WANG Xiao-mei 
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Abstract: For any positive integer mn, let {fcnj be the Smarandache F 5-tb number sequence 
cn = m5. The Smarandache 下 5-th order sequence is given by zn: 加 is the smallest positive 
integer solution of the congruence equation cz 三 1(modcn+l)，The main Purpose of this 
paper js using the elementary method to given an exact expression for zn , then prove that 
two conclusions: 4. Ali terms except the first term in sequence zn are even and 万 . There are 
infiniteljy many complete forth power numbers in zn. kinally，we give a general conclusion 
for any odd prime pP, the p-th power ordqer Sequence， 
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